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Aproximacio´n me´trica de grupos: una breve
perspectiva∗
Luis Manuel Rivera Nidya Monserrath Veyna Garc´ıa
Resumen
Los grupos so´ficos y los grupos hiperlineales han generado una
gran cantidad de investigacio´n en los u´ltimos an˜os en diversas
a´reas de matema´ticas tales como teor´ıa geome´trica de grupos,
dina´mica simbo´lica y a´lgebra de operadores. Adema´s, los grupos
so´ficos han ganado intere´s porque se ha demostrado que cumplen
varias conjeturas au´n abiertas para los grupos en general. Las
definiciones de ambas clases de grupos son ana´logas y se pueden
pensar como dentro de una clase de grupos de reciente estudio que
se conocen como los grupos que tienen la propiedad de aproxima-
cio´n me´trica. En este art´ıculo se presenta un panorama general
de dicha clase de grupos.
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1 Introduccio´n
El concepto de ultraproducto aparece de manera general en un art´ıculo
de Jerzy  Losˇ en 1955 [20], pero fue en an˜os recientes cuando ha tomado
importancia en ciertas a´reas de la teor´ıa de grupos. Lo anterior porque
se ha demostrado que varias clases importantes de grupos tienen la
caracter´ıstica comu´n de ser isomorfos a subgrupos de ciertos ultrapro-
ductos de grupos, y en este caso decimos que el grupo en cuestio´n se
aproxima por los grupos con los cuales se construye el ultraproducto.
∗Este art´ıculo es parte de la tesis de licenciatura de la segunda autora bajo
la direccio´n del primer autor. La tesis se presento´ en la Unidad Acade´mica de
Matema´ticas de la Universidad Auto´noma de Zacatecas en marzo del 2016 como
requisito para obtener el t´ıtulo de Licenciada en Matema´ticas.
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Fue en los an˜os noventa cuando se comenzaron a definir estas clases
de grupos, siendo los grupos so´ficos y los grupos hiperlineales dos de
las clases ma´s importantes, las cuales surgen en diferentes ramas de la
matema´tica (dina´mica simbo´lica y a´lgebra de operadores, respectiva-
mente). Estos grupos han ganado intere´s porque se ha demostrado que
cumplen varias conjeturas importantes que siguen abiertas para grupos
en general.
La clase de grupos so´ficos fue definida, sin usar ultraproductos, por
Gromov [15], quien demostro´ que esta clase de grupos satisfacen la con-
jetura de sobreyuntividad de Gottschalk [16]. El nombre de grupos
so´ficos se debe a Weiss [37]. Estos grupos son una generalizacio´n comu´n
de los grupos residualmente finitos y de los grupos amenables, y tambie´n
incluyen, entre otros, a los grupos encajables localmente en finito, estos
u´ltimos presentados por Vershik y Gordon [14].
La clase de grupos hiperlineales fue definida por Ra˘dulescu [28] quien
demostro´ que estos grupos cumplen la conjetura del encaje de Connes
en su versio´n para grupos. Elek y Szabo´ [9] demostraron que los grupos
so´ficos son hiperlineales al mostrar que se pueden encajar en un cierto
ultraproducto me´trico de grupos sime´tricos finitos, lo que implica que
los grupos so´ficos cumplen la conjetura del encaje de Connes.
Elek y Szabo´ [8] tambie´n demuestran que los grupos so´ficos cumplen
con la conjetura de finitud directa de Kaplansky y con la conjetura del
determinante de Lu¨ck [9]. Posteriormente, Thom [35] demostro´ que
dichos grupos tamb´ıen cumplen con la conjetura de autovalores alge-
braicos de J. Dodziuk, P. Linnell, V. Mathai, T. Schick y S. Yates. A la
fecha no se conocen ejemplos de grupos que no sean so´ficos o hiperlin-
eales. Ma´s detalles sobre estas dos clases de grupos se pueden consultar,
por ejemplo, en el resumen de Pestov [27], en el libro de Capraro y Lupini
[3] y en la monograf´ıa de Ceccherini-Silberstein y Coornaert [6].
A partir de entonces, se han definido otras clases de grupos como
posibles generalizaciones de los grupos so´ficos: los grupos so´ficos de´biles,
los grupos so´ficos lineales y los grupos K-lineales. El siguiente diagrama
muestra la relacio´n entre algunas de estas clases de grupos:
Finito ⇒ Res. Finito ⇒ LEF So´fico Lineal ⇒ So´fico De´bil
⇓ ⇓ ⇓ ⇑
Amenable ⇒ Res. Amenable ⇒ LEA =⇒ So´fico ⇒ Hiperlineal
Los grupos so´ficos, los grupos so´ficos de´biles, los grupos so´ficos lin-
eales y los grupos K-lineales se pueden definir sin usar ultraproductos,
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mediante definiciones que tiene muchas similitudes. La diferencia prin-
cipal entre las respectivas definiciones para cada tipo de grupos, radica
en la clase de grupos me´tricos que aproximan al grupo en cuestio´n.
Por ejemplo, los grupos so´ficos se aproximan por grupos sime´tricos fini-
tos equipados con la me´trica de Hamming y los grupos hiperlineales se
aproximan por la clase de grupos unitarios de rango finito equipados
con la me´trica de Hilbert-Schmidt.
En este art´ıculo se presenta un breve panorama de esta clase de gru-
pos. Nuestro tratamiento del tema es limitado e incompleto pero tiene
como objetivo presentar el a´rea de investigacio´n sobre la aproximacio´n
de grupos de manera breve. A pesar de que la literatura sobre este tema
esta´ en constante crecimiento y se cuenta con al menos tres fuentes en
donde se resumen algunos de los resultados del a´rea ([6, 3, 27]), en la
actualidad, a conocimiento de los autores, no se cuenta con literatura
en espan˜ol sobre este tema. Adema´s, a diferencia de [6, 3, 27], en este
art´ıculo se aborda el tema de aproximacio´n de manera general como se
ha hecho recientemente por varios autores [12, 18, 19, 33, 36, 34]. La
mayor´ıa de resultados se presentan sin demostracio´n pero se indica las
fuentes en donde se pueden consultar.
El resto del art´ıculo esta´ organizado como sigue. En la seccio´n 2
se presenta un breve resumen de definiciones y resultados sobre ultra-
filtros. En la seccio´n 3 se presentan a los ultraproductos y se define a
los grupos que son localmente encajables en una clase de grupos por
medio de dos definiciones, una de las cuales usa ultraproductos. En la
seccio´n 4 se define a los ultraproductos me´tricos y se definen el con-
cepto de aproximacio´n me´trica de grupos. Posteriormente se dan varios
ejemplos de esta clase de grupos: los grupos so´ficos, los grupos hiper-
lineales, los grupos so´ficos de´biles y los grupos K-lineales. En la seccio´n
5 se extiende la exposicio´n sobre los grupos so´ficos, que es la clase ma´s
estudiada en la teor´ıa de aproximacio´n de grupos. Se presentan varias
definiciones equivalentes de grupos so´ficos, algunos ejemplos y algunas
propiedades de cerradura de esta clase de grupos. En la seccio´n 7 se
presenta una segunda definicio´n de grupos aproximables que no usa ul-
trafiltros, esta definicio´n es ana´loga a la de grupos so´ficos. Adema´s se
presentan algunos resultados de cerradura de esta clase de grupos.
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2 Ultrafiltros
Vamos a presentar una breve introduccio´n a la teor´ıa de ultrafiltros.
Esta seccio´n esta basada principalmente en [1, cap´ıtulo 2], [6, ape´ndice
J] y [38, cap´ıtulo 1].
Definicio´n 2.1. Sea X un conjunto no vac´ıo. Un filtro F en X es una
familia no vac´ıa de subconjuntos de X que satisface
F1) ∅ /∈ F ;
F2) Si A,B ∈ F entonces A ∩B ∈ F ;
F3) Si A ∈ F y A ⊆ B entonces B ∈ F .
Algunos autores, por ejemplo en [1], no incluyen la condicio´n (F1)
en la definicio´n de filtro. Notemos que si usamos u´nicamente las condi-
ciones (F2) y (F3) en la definicio´n anterior, sigue que ∅ ∈ F si y solo si
F = P(X). En este caso, al conjunto P(X) se le llama filtro impropio.
Los siguientes son ejemplos de filtros:
Ejemplo 2.2. (a) Para x0 ∈ X, la familia Fx0 = {A ⊆ X : x0 ∈ A}
es un filtro en X y se llama filtro principal generado por x0.
(b) Sea X un conjunto infinito. La familia
F = {A ⊆ X : X \ A es finito},
es un filtro en X y se llama el filtro de Fre´chet en X. Notemos
que este filtro no es principal.
(c) Sea T una topolog´ıa en X, y x ∈ X. El conjunto
N (x) = {V : V es una vecindad de x}
es un filtro en X. A este filtro se le conoce como el filtro de
vecindades de x.
(d) Sea (X,≤) un conjunto dirigido no vac´ıo. Un subconjunto A ⊆ X
se llama residual en X si existe x0 ∈ X tal que el conjunto {x ∈
X : x0 ≤ x} es un subconjunto de A. El conjunto Fr(X) de todos
los subconjuntos residuales de X es un filtro en X y se llama el
filtro residual en X.
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Notemos que si consideramos al conjunto dirigido (N,≤), un sub-
conjunto A ⊆ N es residual si y solo si N\A es finito. Entonces, se tiene
que el filtro residual en N es el filtro de Fre´chet en N.
Proposicio´n 2.3. Un ultrafiltro U en X es principal si y solo si existe
un conjunto finito en U .
Definicio´n 2.4. Sea X un conjunto. Decimos que una familia A de
subconjuntos de X tiene la propiedad de interseccio´n finita, o que es un
sistema centrado, si la interseccio´n de cualquier subcoleccio´n finita de
A es no vac´ıa.
Proposicio´n 2.5. Sea X un conjunto no vac´ıo y sea A ⊂ P(X). En-
tonces, existe un filtro en X que contiene a A si y solo si A tiene la
propiedad de interseccio´n finita.
Definicio´n 2.6. Un filtro F en X se llama ultrafiltro si es un filtro
maximal (relativo a la inclusio´n).
Proposicio´n 2.7. Un filtro U en X es un ultrafiltro si y solo si para
todo A ⊆ X, o bien A ∈ U , o bien X \ A ∈ U .
Definicio´n 2.8. Un ultrafiltro U es libre, si sus elementos no tienen
puntos en comu´n, es decir, si
⋂
U = ∅.
Observemos que cualquier filtro principal es un ultrafiltro. Si con-
sideramos a X = N tenemos que el filtro de Fre´chet en N no es un
ultrafiltro porque ninguno de los conjuntos 2N o N \ 2N pertenecen a
dicho filtro, sin embargo se sabe que cualquier ultrafiltro libre sobre X
contiene al filtro de Fre´chet. La siguiente proposicio´n requiere del Lema
de Zorn.
Teorema 2.9. Sea X un conjunto no vac´ıo. Cualquier filtro en X es
un subconjunto de algu´n ultrafiltro en X.
Proposicio´n 2.10. Todo ultrafiltro es, o bien principal, o bien libre.
La existencia de los ultrafiltros libres es una consecuencia del Lema
de Zorn. Por ejemplo, considere la siguiente coleccio´n de subconjuntos
de N+
C = {N+ \ {n} : n ∈ N+}.
Esta coleccio´n de conjuntos tiene la propiedad de interseccio´n finita, y
es tal que
⋂
C = ∅. As´ı por la proposicio´n 2.5 y el teorema 2.9, existe
un ultrafiltro U que lo contiene. Adema´s, ∩U ⊆ ∩C = ∅. Por lo tanto
U es un ultrafiltro libre.
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Definicio´n 2.11. Sea X un conjunto, Y un espacio topolo´gico, y0 ∈ Y ,
f : X → Y una funcio´n y F un filtro en X. Se dice que y0 es un l´ımite
de f a lo largo de F (o que f(x) converge a y0 a lo largo de F), si
f−1(V ) = {x ∈ X : f(x) ∈ V } pertenece a F para todo vecindad V de
y0. Si adema´s F es un ultrafiltro decimos que y0 es un ultral´ımite de f
a lo largo de F . Si y0 es un l´ımite u´nico se denota por
lim
x→F
f(x) = y0, o simplemente por lim
F
f(x) = y0.
Proposicio´n 2.12. Sean X un conjunto, Y un espacio topolo´gico com-
pacto, f : X → Y una funcio´n, y U un ultrafiltro en X. Entonces existe
y0 ∈ Y tal que f(x) converge a y0 a lo largo de F . Adema´s, si Y es
Hausdorff, entonces y0 es u´nico.
La definicio´n de ultral´ımite para el caso de series de nu´meros reales,
queda como sigue:
Definicio´n 2.13. Sea {xi}i∈I una familia de nu´meros reales y U un
ultrafiltro en I. Decimos que lim
u
xi = x ∈ R si para todo ǫ > 0 se tiene
{i ∈ I : |xi − x| < ǫ} ∈ U
El ca´lculo del ultral´ımite depende de la seleccio´n del ultrafiltro. Por
ejemplo, sea {xn}n∈N una secuencia convergente de nu´meros reales. Sea
U un ultrafiltro principal en N generado por {n0}, se puede demostrar
que lim
u
xn = xn0 .
Ahora, sea U un ultrafiltro libre en N, sea x el l´ımite cla´sico de
{xn}n∈N, se puede demostrar que lim
u
xn = x.
3 Ultraproductos de grupos
Vamos a presentar una estructura algebraica que se construye como co-
ciente de un producto directo P de una familia de grupos (Gi)i∈I . Donde
el cociente esta´ dado por una cierta relacio´n en P que se define usando
un filtro F en I. Cuando el filtro F es ultrafiltro, a dicha estructura
se le conoce como ultraproducto. Adema´s, vamos a presentar una clase
de grupos, en donde cada grupo de dicha clase tiene la propiedad de
poderse encajar en un cierto ultraproducto. Esta seccio´n esta´ basado
principalmente en la monograf´ıa de Ceccherini-Silberstein y Coornaert
[6, seccio´n 7].
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Sea (Gi)i∈I una familia de grupos y F un filtro en el conjunto de
ı´ndices I. Sea P el producto directo de la familia (Gi)i∈I , es decir
P =
∏
i∈I
Gi.
Sean g = (gi)i∈I y h = (hi)i∈I elementos de P . Decimos que g ∼F
h si el conjunto {i ∈ I : gi = hi} pertenece a F . Esta relacio´n es
de equivalencia como se muestra en los puntos (1)-(3) de la siguiente
proposicio´n.
Proposicio´n 3.1. Para todo a,b, c,d ∈ P se tiene que:
1. a ∼F a;
2. a ∼F b si y solo si b ∼F a;
3. Si a ∼F b y b ∼F c entonces a ∼F c;
4. Si a ∼F b y c ∼F d entonces ac ∼F bd;
5. a ∼F b si y solo si a
−1 ∼F b
−1.
Con los puntos (3) y (4) de la proposicio´n anterior se puede de-
mostrar la siguiente
Proposicio´n 3.2. Sea NF = {g ∈ P : g ∼F 1}, en donde 1 = (1Gi)i∈I ,
con 1G la identidad del grupo G. Entonces NF es un subgrupo normal
de P .
Como NF es un grupo normal de P , el grupo cociente PF = P/NF
esta´ bien definido. Este grupo se llama producto reducido de la familia
de grupos (Gi)i∈I con respecto al filtro F . Si F es un ultrafiltro, decimos
que PF es el ultraproducto de la familia de grupos (Gi)i∈I con respecto al
ultrafiltro F . La siguiente proposicio´n implica que el conjunto cociente
P/∼F y el conjunto P/NF son iguales.
Proposicio´n 3.3. Si g,h ∈ P , entonces
gNF = hNF ⇐⇒ g ∼F h.
Cuando F es un filtro principal, el grupo P/NF no es interesante en
el sentido de que es isomorfo a un grupo en la familia (Gi)i∈I como se
muestra a continuacio´n. Sea Fk el filtro principal en I generado por k,
entonces g ∼Fk 1 si y solo si gk = 1Gk . Por lo tanto NFk = {g ∈ P : gk =
1Gk}. Si definimos la funcio´n φ : P → Gk como φ(g) = gk, tenemos que
φ es un homomorfismo sobreyectivo con ker(φ) = NFk . Por el primer
teorema de homomorfismo de grupos obtenemos que P/NFk ≃ Gk.
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3.1 Grupos encajables localmente
En esta seccio´n vamos a definir a los grupos encajables localmente como
primer ejemplo de grupos que se pueden aproximar, en un cierto sentido,
por una clase de grupos. Primero algunas definiciones.
Definicio´n 3.4. Una coleccio´n de grupos G es una clase de grupos si
satisface lo siguiente: si G ∈ G y G′ es un grupo isomorfo a G entonces
G′ ∈ G .
Por ejemplo G puede ser la clase de grupos finitos, la clase de grupos
nilpotentes, la clase de grupos solubles, etc.
Definicio´n 3.5. Sean G y H dos grupos. Dado un subconjunto finito
F ⊆ G, una funcio´n φ : G→ H se llama F -casi-homomorfismo de G en
H si satisface:
i) φ(f1f2) = φ(f1)φ(f2), para todo f1, f2 ∈ F ;
ii) φ|F es inyectiva.
Definicio´n 3.6. Sea G una clase de grupos. Se dice que un grupo Γ es
localmente encajable en G si para todo subconjunto finito F ⊆ Γ, existe
un grupo G ∈ G y un F -casi-homomorfismo ϕ de Γ en G.
Por ejemplo, el grupo Z es localmente encajable en la clase de gru-
pos finitos (grupos LEF por sus siglas en ingle´s) como se muestra a
continuacio´n. Sea F un subconjunto finito de Z, elegimos a un en-
tero n ≥ 0 tal que F ⊂ [−n, n]. Entonces, el homomorfismo cociente
φ : Z→ Z/(2n+1)Z es un F -casi-homomorfismo. Ma´s adelante veremos
otros ejemplos de grupos LEF.
Algunas propiedades de cerradura de esta clase de grupos son las
siguientes.
Proposicio´n 3.7. Sea G una clase de grupos. Todo subgrupo de un
grupo que es localmente encajable en G es localmente encajable en G .
Proposicio´n 3.8. Sea G una clase de grupos. Entonces Γ es localmente
encajable en G si y solo si todo subgrupo finitamente generado de Γ es
localmente encajable en G .
En el caso en que la clase G sea cerrada bajo productos directos
tenemos que la encajabilidad local es cerrada al tomar producto directo.
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Proposicio´n 3.9. Sea G una clase de grupos la cual es cerrada bajo
productos directos finitos. Sea (Γi)i∈I una familia de grupos que son
localmente encajables en G . Entonces, su producto directo Γ =
∏
i∈I Γi
es localmente encajable en G .
Los grupos localmente encajables son un ejemplo de grupos que
se pueden definir usando ultraproductos como lo muestra el siguiente
teorema.
Teorema 3.10. Sea G una clase de grupos y sea Γ un grupo. Las
siguientes condiciones son equivalentes.
a) Γ es localmente encajable en G ;
b) Existe una familia de grupos (Gi)i∈I tal que Gi ∈ G , para todo
i ∈ I, y un ultrafiltro U en I tal que Γ es isomorfo a un subgrupo
del ultraproducto PU de la familia (Gi)i∈I con respecto al ultrafiltro
U .
Si Γ es un grupo que cumple con la condicio´n (b) del teorema anterior
decimos que Γ es aproximado por los grupos en la familia (Gi)i∈I . Una
consecuencia de este teorema es que la definicio´n de grupos encajables
localmente no depende de la seleccio´n particular del ultrafiltro.
Al parecer, Gordon y Vershik fueron los primeros en estudiar a los
grupos encajables localmente en la clase de grupos finitos (LEF) [14].
En su trabajo ellos mostraron que las siguientes clases de grupos son
LEF: grupos finitos, grupos libres, grupos abelianos, grupos nilpotentes,
grupos de matrices. Ellos tambie´n demostraron que cualquier grupo
finitamente presentado con problema de la palabra no decidible (Pyotr
Novikov [24] demostro´ que tales grupos existen) no es un grupo LEF.
Adema´s, demostraron que el grupo
G = 〈b, t : t−1b2t = b3〉
es un grupo finitamente presentado con problema de la palabra decidi-
ble que no es LEF. En el libro de Magnus, Karrass y Solitar [21] se
pueden consultar las definiciones y resultados ba´sicos sobre el tema de
presentaciones de grupos y sobre el problema de la palabra.
4 Aproximacio´n me´trica de grupos
En esta seccio´n vamos a presentar otro tipo de aproximacio´n de grupos
conocida como aproximacio´n me´trica. Esta seccio´n esta´ basada prin-
cipalmente en los art´ıculos de Stolz [33, seccio´n 2] y de Stolz y Thom
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[34, seccio´n 2]. Ambos art´ıculos forman parte de la tesis doctoral de
Stolz [32]. Vamos a utilizar funciones de longitud, en lugar de me´tricas,
que es en la manera como lo han hecho recientemente diversos autores
[12, 19, 32, 33, 36, 34].
Definicio´n 4.1. Sea G un grupo. Una funcio´n ℓ : G → [0, 1] es una
funcio´n de longitud en G si para todo g, h ∈ G se cumple lo siguiente:
FL1) ℓ(g) = 0 si y solo si g = 1;
FL2) ℓ(g) = ℓ(g−1);
FL3) ℓ(gh) ≤ ℓ(g) + ℓ(h).
Decimos que ℓ es invariante si adema´s se cumple ℓ(hgh−1) = ℓ(g),
para todo h, g ∈ G. Notemos que esta condicio´n es equivalente a pedir
que ℓ(gh) = ℓ(hg) para todo h, g ∈ G. A una funcio´n ℓ se le llama pseudo
funcio´n de longitud si remplazamos la condicio´n (FL1) por ℓ(1) = 0.
La funcio´n de longitud trivial ℓ0 sobre un grupo G se define como
ℓ0(g) = 1 si g 6= 1 y ℓ0(1) = 0. Las (pseudo) funciones de longitud esta´n
relacionadas con las (pseudo) me´tricas como sigue
Proposicio´n 4.2. Sea ℓ una (pseudo) funcio´n de longitud en un grupo
G. Entonces d(g, h) := ℓ(gh−1) define una (pseudo) me´trica en G. Si ℓ
es invariante entonces d es bi-invariante. Si por el contrario d es una
(pseudo) me´trica izquierdo-invariante en G entonces ℓ(g) := d(g, 1) es
una (pseudo) funcio´n de longitud. Si d es bi-invariante entonces ℓ es
invariante.
Algunos ejemplos de funciones de longitud son:
1. Sea [n] el conjunto de los naturales {1, . . . , n}. Denotemos por Sn
al grupo sime´trico Sym([n]) que consiste de todas las funciones
biyectivas de [n] sobre [n] con la operacio´n de grupo dada por la
composicio´n de funciones. La funcio´n de longitud de Hamming de
una permutacio´n σ ∈ Sn, se define como
ℓH(σ) =
|{i ∈ [n] : σ(i) 6= i}|
n
.
2. El grupo Un de elementos unitarios de Mn(C) se puede equipar
con la funcio´n de longitud invariante de Hilbert-Schmidt definida
como
ℓHS(g) = dHS(g, 1),
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con dHS(A,B) =
√
τ ((A−B)∗(A−B)), en donde τ es la traza
normalizada en Un(C) dada por τ(C) =
1
n
n∑
i=1
cij, y C
∗ es la matriz
transpuesta conjugada de C, para C ∈ Un(C).
3. En GL(n,C), el grupo de las matrices de n × n invertibles sobre
C, se define la funcio´n de longitud del rango
ℓL(A) =
1
n
rango(I −A).
4. Para cualquier grupo finito G se puede definir la pseudo funcio´n
de longitud conjugacio´n dada por
ℓc(g) =
log|C(g)|
log|G|
donde C(g) denota la clase de conjugacio´n de g.
La siguiente proposicio´n muestra una manera de definir una pseudo
funcio´n de longitud invariante en el cociente de un grupo que tiene
pseudo funcio´n de longitud invariante.
Proposicio´n 4.3. Sea G un grupo con pseudo funcio´n de longitud in-
variante ℓ y H un subgrupo normal de G. Entonces
ℓG/H(gH) := inf
x∈H
ℓ(gx)
define una pseudo funcio´n de longitud invariante en G/H. Si G es
finito y ℓ es una funcio´n de longitud, entonces ℓG/H es una funcio´n de
longitud.
4.1 Ultraproductos me´tricos de grupos
Ahora vamos a construir los ultraproductos me´tricos. Para ello necesi-
tamos el siguiente resultado.
Proposicio´n 4.4. Sea G un grupo con pseudo funcio´n de longitud in-
variante ℓ. Entonces el conjunto
N = {g ∈ G : ℓ(g) = 0}
es un subgrupo normal de G. Adema´s
ℓG/N (gN) = ℓ(g), g ∈ G,
y ℓG/N define una funcio´n de longitud invariante en G/N .
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Para que N sea un grupo normal es necesario que la pseudo funcio´n
de longitud sea invariante como lo muestra el siguiente ejemplo, que
aparece en el resumen de Pestov [27]. Para este ejemplo vamos a utilizar
me´trica en lugar de funcio´n de longitud.
Ejemplo 4.5. Sea SN el grupo sime´trico que consiste de todas las biyec-
ciones de N sobre si mismo, equipado con la siguiente me´trica:
d(σ, τ) =
∑
i∈D
2−i
en donde D = {i ∈ N : σ(i) 6= τ(i)}, y usamos la convencio´n de que la
suma es cero cuando D es el conjunto vac´ıo. Sea U un ultrafiltro libre
sobre N. Sean σ, τ ∈
∏
N SN, tales que σ = (σi), con σi = (i, i+ 1),
y τ = (τi), con τi = (1, i) (las funciones σi y τi esta´n expresadas en
notacio´n c´ıclica). Es decir, σ y τ son dos sucesiones de transposiciones
en SN. Puesto que d (σi, 1) = 2
−i + 2−(i+1) tenemos que lim
u
d (σi, 1) =
0 y as´ı σ ∈ N . Pero, como τiσiτ
−1
i = (1, i + 1) y d ((1, i+ 1) , 1) =
2−1 + 2−(i+1), entonces lim
u
d
(
σ−1i τiσi, 1
)
= 1/2, lo cual implica que
τiσiτ
−1
i 6∈ N . Por lo tanto N no es un subgrupo normal de
∏
N SN.
En la siguiente proposicio´n se define una pseudo funcio´n de longi-
tud invariante en el producto directo de grupos equipados con pseudo
funcio´n de longitud invariante.
Proposicio´n 4.6. Sean (Gi, ℓi)i∈I una secuencia de grupos cada uno
equipado con una pseudo funcio´n de longitud ℓi invariante. Sea P =∏
i∈I Gi su producto directo. Sea U un ultrafiltro libre sobre I. Para
cada g ∈ P , definimos
ℓ˜(g) := lim
u
ℓi(gi).
Entonces ℓ˜ define una pseudo funcio´n de longitud invariante en P .
Por las proposiciones 4.4 y 4.6 obtenemos que el grupo cociente
(P )u :=
∏
i∈I
Gi/N,
esta´ bien definido, con N = {g ∈ P : ℓ˜(g) = 0}, y adema´s ℓP/N (gN) es
una funcio´n de longitud invariante en P/N tal que ℓP/N (gN) = ℓ˜(g),
para todo g ∈ P .
Al grupo (P )u se lo conoce como el ultraproductro me´trico de la
familia (Gi, ℓi)i∈I mo´dulo U .
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4.2 Grupos G –aproximables
Vamos a dar una definicio´n de aproximacio´n me´trica de grupos que usa
ultraproductos.
Definicio´n 4.7. Sea G una clase de grupos, en donde cada grupo en
la clase G esta´ equipado con una pseudo funcio´n de longitud invariante.
Decimos que un grupo Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n me´trica
si existe un conjunto de ı´ndices I y un ultrafiltro U en I tal que Γ es
isomorfo a un subgrupo de un ultraproducto me´trico (
∏
i∈I Gi)u, con
grupos Gi ∈ G . En este caso decimos que el grupo Γ es aproximado de
forma me´trica por los grupos en la clase G .
Desde hace varios an˜os se han estudiado clases de grupos que tienen
la propiedad de aproximacio´n me´trica. A estos grupos se les han dado
diferentes nombres dependiendo de la clase de grupos G que los aproxi-
man y de las me´tricas con las que cuentan los grupos en G .
Definicio´n 4.8. Si Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n, al grupo
Γ se le llama:
• Localmente encajable en finito si G es la clase de grupos finitos
con la funcio´n de longitud trivial ℓ0 (Gordon y Vershik, [14]).
• So´fico si G es la clase de grupos sime´tricos finitos con la funcio´n
de longitud de Hamming (Gromov, [15]).
• Hiperlineal si G es la clase de matrices unitarias de rango finito
sobre C con la funcio´n de longitud de Hilbert-Schmidt (Ra˘dulescu,
[28]).
• So´fico de´bil si G es la clase de todos los grupos finitos, en donde
cada grupo esta´ equipado con alguna funcio´n de longitud invari-
ante (Glebsky y Rivera, [13]).
• So´fico lineal si G es la clase de grupos lineales generales GL(n,C)
con ℓ(A) = 1nrango(I −A) (Arzhantseva y Pa˘unescu, [2]).
• K-so´fico si G es la clase de grupos lineales generales GL(n, F ),
para F un campo fijo, con la longitud rango (Stolz, [33]).
Los grupos so´ficos esta´n relacionados con los grupos hiperlineales de
la siguiente manera. A cada permutacio´n σ ∈ Sn le podemos asociar
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una matriz Aσ de n× n de la siguiente manera:
(Aσ)ij =
{
1 si σ(j) = i
0 en otro caso
La funcio´n σ 7→ Aσ define un encaje de Sn al grupo unitario U(n). Se
puede verificar que ℓH(α) =
1
2 (ℓHS(Aα))
2, para toda α en Sn. Usando
lo anterior Elek y Szabo´ [9] demostraron que los grupos so´ficos son
hiperlineales. Las otras clases se relacionan como sigue: los grupos LEF
son so´ficos, los grupos so´ficos son so´ficos de´biles [13], los grupos so´ficos
son so´ficos lineales, y los grupos so´ficos lineales son so´ficos de´biles [2].
En todos los casos se desconoce si el rec´ıproco es verdadero. A la fecha
no se conocen ejemplos de grupos que no sean so´ficos, o hiperlineales, o
so´ficos de´biles, o so´ficos lineales, o K-so´ficos, y el encontrar un ejemplo
de un grupo que no cumpla con alguna de estas definiciones es uno de
los problemas ma´s importantes en la teor´ıa de aproximacio´n de grupos.
En la siguiente seccio´n continuaremos con la exposicio´n sobre grupos
so´ficos.
5 Grupos so´ficos
Los grupos so´ficos, son una de las clases de grupos G -aproximables ma´s
estudiadas a la fecha y son una generalizacio´n comu´n de dos clases
importantes de grupos: los grupos residualmente finitos y los grupos
amenables. En esta seccio´n vamos a dar otra definicio´n de grupos so´ficos
que no usa ultraproductos y vamos a presentar algunas propiedades de
cerradura de esta clase de grupos. La equivalencia de las dos definiciones
la da el teorema 7.2.
Definicio´n 5.1. SeaG un grupo,K ⊆ G un subconjunto finito no vac´ıo,
ǫ > 0 y F un conjunto finito no vac´ıo. Una funcio´n ϕ : G→ Sym(F ) se
llama (K, ǫ)-casi-homomorfismo si satisface las siguientes condiciones:
i) para todo g, h ∈ K, dH(ϕ(g)ϕ(h), ϕ(gh)) ≤ ǫ;
ii) para todo g, h ∈ K, g 6= h, se tiene dH(ϕ(g), ϕ(h)) ≥ 1− ǫ.
Definicio´n 5.2. Un grupo Γ es llamado so´fico si para todo K ⊆ Γ
subconjunto finito y para todo ǫ > 0, existe un conjunto finito no vac´ıo
F y un (K, ǫ)-casi-homomorfismo ϕ : G→ Sym(F ).
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Para el caso de grupos finitamente generados esta definicio´n de gru-
pos so´ficos es equivalente a la definicio´n original presentada por Gromov
[15] y Weiss [37] (una demostracio´n se puede consultar, por ejemplo,
en [6, seccio´n 7.7]). La siguiente proposicio´n aparece en [25, cap´ıtulo 6]
y es una recopilacio´n de otras definiciones equivalentes de grupos so´ficos
que han aparecido a lo largo de la literatura.
Proposicio´n 5.3. Sea Γ un grupo. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
1. Para cada subconjunto finito K ⊆ Γ y para todo ǫ > 0, existe un
conjunto finito no vac´ıo F y una funcio´n φ : Γ→ Sym(F ) con las
propiedades:
i) dH(φ(g)φ(h), φ(gh)) ≤ ǫ para cada g, h ∈ K;
ii) dH(φ(1Γ), 1Sym(F )) ≤ ǫ;
iii) dH(φ(g), φ(h)) ≥ 1− ǫ para cada g, h ∈ K con g 6= h.
(El grupo Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n discreta
fuerte)
2. Para cada subconjunto finito K ⊆ Γ y para todo ǫ > 0, existe un
conjunto finito no vac´ıo F y una funcio´n φ : Γ→ Sym(F ) con las
propiedades:
i) dH(φ(g)φ(h), φ(gh)) ≤ ǫ para cada g, h ∈ K;
ii) dH(φ(g), φ(h)) ≥ 1− ǫ para cada g, h ∈ K con g 6= h.
3. Para cada constante δ ∈ (0, 1), cada subconjunto finito K ⊆ Γ y
todo ǫ > 0, existe un conjunto finito no vac´ıo F y una funcio´n
φ : Γ→ Sym(F ) con las propiedades:
i) dH(φ(g)φ(h), φ(gh)) ≤ ǫ para cada g, h ∈ K;
ii) dH(φ(g), φ(h)) ≥ δ para cada g, h ∈ K con g 6= h.
(El grupo Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n discreta)
4. Existe algu´n δ > 0 tal que para cada subconjunto finito K ⊆ Γ y
todo ǫ > 0, existe un conjunto finito no vac´ıo F y una funcio´n
φ : Γ→ Sym(F ) con las propiedades:
i) dH(φ(g)φ(h), φ(gh)) ≤ ǫ para cada g, h ∈ K;
ii) dH(φ(g), φ(h)) ≥ δ para cada g, h ∈ K con g 6= h.
(Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n)
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5. Para cada conjunto finito K ⊆ Γ, existe un δK tal que para cada
ǫ > 0, existe un subconjunto finito no vac´ıo F y una funcio´n
ϕ : Γ→ Sym(F ) con las siguientes propiedades:
i) dH(φ(g)φ(h), φ(gh)) ≤ ǫ para cada g, h ∈ K;
ii) dH(φ(g), φ(h)) ≥ δK para cada g, h ∈ K con g 6= h.
Definicio´n 5.4. Un grupo Γ se llama so´fico si cumple alguna (y por lo
tanto todas) de las condiciones (1)-(5) de la proposicio´n anterior.
Teorema 5.5. La clase de grupos so´ficos es cerrada con respecto a las
siguientes operaciones:
1. Subgrupos [10];
2. Producto directo [10];
3. L´ımites directos [10];
4. L´ımites inversos [10];
5. Productos libres [10];
6. Producto gra´fico [4];
7. Producto trenzado [17];
8. Producto libre amalgamado sobre grupos amenables [11, 26] ;
9. Extensiones por grupos amenables: si N ⊳G, N es so´fico y G/N
es amenable, entonces G es so´fico [10];
10. Extensiones HNN sobre grupos amenables [5, 11, 26].
6 Ejemplos de grupos so´ficos
Los grupos so´ficos generalizan a dos clases importantes de grupos: los
grupos residualmente finitos y los grupos amenables.
Definicio´n 6.1. Un grupo Γ es residualmente finito si para cada ele-
mento g ∈ Γ con g 6= 1Γ, existe un grupo finito G y un homomorfismo
φ : Γ→ G tal que φ(g) 6= 1G.
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La clase de grupos residualmente finitos contienen a todos los gru-
pos finitos, a los grupos abelianos finitamente generados (en particular
el grupo aditivo Z), y a los grupos libres, entre otros. La clase de grupos
residualmente finitos es cerrada al tomar subgrupos y l´ımites inversos.
Un teorema de Mal’cev [22] muestra que todos los grupos lineales fini-
tamente generados son residualmente finitos. Los grupos aditivos Q, R
y C no son grupos residualmente finitos. En el libro [6, seccio´n 2] se
puede consultar las demostraciones de lo dicho anteriormente, y otras
propiedades de esta clase de grupos. Dos problemas importantes que
permanecen abiertos sobre este tema son los siguientes: 1) determinar
si todos los grupos Gromov-hiperbo´licos son residualmente finitos; 2)
determinar bajo que condiciones un grupo con un solo relator es resi-
dualmente finito [29].
Proposicio´n 6.2. Todo grupo residualmente finito es so´fico.
Definicio´n 6.3. Un grupo discreto Γ es amenable si para todo sub-
conjunto finito Λ ⊂ Γ y para todo ǫ > 0 existe un conjunto E que es
(Λ, ǫ)-Flner, es decir, un subconjunto finito E de Γ tal que para todo
g ∈ Λ
|gE △ E| < ǫ|E|,
donde △ denota la diferencia sime´trica entre conjuntos.
Cualquier grupo finito es amenable: sea Γ un grupo finito, entonces
para cualquier subconjunto finito Λ ⊂ Γ y para todo ǫ > 0, el grupo Γ
es un conjunto (Λ, ǫ)-Flner porque |gΓ∆Γ| = 0.
La clase de los grupos amenables contiene a los grupos finitos, a los
grupos abelianos y a los grupos solubles, entre otros. El grupo Q es
amenable pero no residualmente finito y el grupo libre con dos genera-
dores F2 es residualmente finito pero no amenable (las demostraciones
de estos hechos y ma´s informacio´n de esta clase de grupos se puede
consultar en [6, seccio´n 4]).
Proposicio´n 6.4. Todo grupo amenable es so´fico.
Finalizamos con el siguiente resultado que tiene como consecuencia
que los grupos encajables localmente en la clase de grupos finitos (LEF)
y los grupos encajables localmente en la clase de grupos amenables
(LEA) son so´ficos.
Proposicio´n 6.5. Todo grupo G que es localmente encajable en la clase
de grupos so´ficos es so´fico.
18 Luis Rivera y Nidya Veyna
7 Propiedades de grupos G -aproximables
En la seccio´n anterior se presenta una definicio´n de grupos so´ficos que
no utiliza ultrafiltros. Es una pregunta natural si es o no posible tener
otra definicio´n de grupos G -aproximables que no use ultraproductos. En
esta seccio´n vamos a presentar dicha definicio´n y veremos que es muy
similar a la de grupos so´ficos. Esta seccio´n esta´ basado principalmente
en [19, 32, 33].
Definicio´n 7.1. Sea G una clase de grupos, cada uno de los cuales esta´
equipado con una pseudo funcio´n de longitud ℓ. Un grupo Γ tiene la
propiedad de G -aproximacio´n si para todo g ∈ Γ, g 6= 1, existe δg > 0
tal que para todo ǫ > 0 y cualquier subconjunto finito F ⊆ Γ, F 6= ∅,
existe un grupo G ∈ G y una funcio´n ϕ : Γ→ G tal que:
GA1) ℓ(ϕ(1)) ≤ ǫ;
GA2) ℓ(ϕ(g)) ≥ δg, para todo g ∈ F \ {1};
GA3) ℓ(ϕ(g)ϕ(h)ϕ(gh)−1) ≤ ǫ, para todo g, h ∈ F .
A la funcio´n ϕ se le conoce como un (F, ǫ, δg , ℓ)-casi-homomorfismo.
Cuando no es necesario hacer referencia a δg y a la pseudo funcio´n de
longitud ℓ se dice simplemente que ϕ es un (F, ǫ)-casi-homomorfismo.
Se asume que δg ≤ 1, para todo g ∈ Γ porque de lo contrario no se
cumplir´ıa la condicio´n (GA2).
Un grupo que tiene la propiedad de G -aproximacio´n se llama so´fico,
hiperlineal, so´fico de´bil, so´fico lineal, K-so´fico dependiendo de quien
es la clase G y la funcio´n de longitud de manera similar como en la
definicio´n 4.8.
Una funcio´n δ : Γ→ R tal que δ(g) > 0, para g 6= 1 y δ(1) = 1 se le
llama funcio´n de peso para el grupo Γ. Notemos que en la definicio´n de
G -aproximacio´n se requiere que el grupo Γ tenga una funcio´n de peso.
Otros tipos de aproximacio´n de grupos son, la G -aproximacio´n dis-
creta la cual se da al reemplazar en la definicio´n δg por una constante
δ; y la G -aproximacio´n fuerte donde en la condicio´n (GA2) se tiene
ℓ(ϕ(g)) ≥ diam(G) − ǫ para todo g ∈ F \ {1}, en donde diam(G) =
sup
g∈G
ℓ(g), y a ϕ se le conoce como casi-homomorfismo fuerte.
No se sabe si las diferentes versiones de G -aproximacio´n son equiva-
lentes de manera general. En el caso de grupos so´ficos e hiperlineales
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dichas versiones si son equivalentes. Para el caso de grupos so´ficos la
equivalencia la da la proposicio´n 5.3 y para el caso de grupos hiper-
lineales la equivalencia la da un resultado que se puede encontrar, por
ejemplo, en la tesis de Olesen [25, proposicio´n 5.1.2].
El siguiente resultado, bien conocido en el a´rea, muestra la equiva-
lencia de las definiciones de aproximacio´n 4.7 y 7.1 lo cual implica que la
definicio´n de G -aproximacio´n no depende de la seleccio´n del ultrafiltro.
Teorema 7.2. Un grupo Γ tiene la propiedad de G -aproximacio´n segu´n
la definicio´n 7.1 si y solo si existe un conjunto de ı´ndices I y un ultrafil-
tro U en I tal que Γ puede ser encajado en un ultraproducto
(∏
i∈I Gi
)
u
de grupos Gi ∈ G .
7.1 Propiedades generales de grupos G -aproximables
Se conocen pocos resultados generales para los grupos G -aproximables.
Vamos a concluir este art´ıculo mencionando algunos de estos resultados.
Se sabe que la clase de grupos con la propiedad de G -aproximacio´n es
cerrada al tomar subgrupos y l´ımites inversos [33, proposicio´n 3.3]. Lo
mismo es cierto para los grupos con la propiedad discreta y la propiedad
discreta fuerte de G -aproximacio´n. Se sabe que si la clase G tiene una
propiedad conocida como amplificacio´n, entonces la clase de grupos G -
aproximables es cerrada al tomar l´ımites directos [33, proposicio´n 3.5].
Se conocen pocos resultados para el caso del producto directo de
grupos G -aproximables. Stolz demostro´ un resultado parcial con varias
hipo´tesis [33, proposicio´n 3.4]. Vamos a presentar el resultado que Derek
F. Holt y Sarah Rees [19] anuncian en 2016.
Primero vamos a definir una funcio´n de longitud en el producto
directo de dos grupos con funcio´n de longitud. Si G es una clase de
grupos me´tricos, escribiremos (G, ℓG) ∈ G para indicar que G ∈ G y
que ℓG es una funcio´n de longitud definida en G.
Proposicio´n 7.3. Sea G una clase de grupos me´tricos. Supongamos
que (G, ℓG), (H, ℓH ) ∈ G . Entonces para p ∈ N∪ {∞} y α ∈ G×H con
a = (g, h), la funcio´n ℓpG×H : G×H → [0, 1] definida por
ℓpG×H(g, h) =
p
√
ℓG(g)p + ℓH(h)p
2
, p ∈ N
y
ℓ∞G×H(g, h) = max{ℓG(g), ℓH (h)}
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es una funcio´n de longitud invariante.
Teorema 7.4. Sea G una clase de grupos con funciones de longitud
invariantes asociadas y supongamos que, para algu´n p ∈ N ∪ {∞} fijo,
y para cualquier par de grupos G,H ∈ G se cumple que
(G, ℓG) , (H, ℓH) ∈ G ⇒ (G×H, ℓ
p) ∈ G .
Entonces el producto directo G×H de dos grupos G y H G -aproximables
es G -aproximable.
El resultado de este teorema puede ser aplicado para deducir la ce-
rradura bajo productos directos para las clases de grupos so´ficos de´biles,
grupos LEF, grupos hiperlineales, grupos lineales so´ficos, donde la condicio´n
se mantiene de la siguiente manera:
• Grupos so´ficos de´biles para toda p;
• Grupos LEF para p =∞;
• Grupos hiperlineales para p = 2;
• Grupos lineales so´ficos para p = 1.
Para la funcio´n de longitud de Hamming ℓG, ℓH , la funcio´n ℓ
p
ℓG,ℓh
no es una funcio´n de longitud de Hamming, y por lo tanto no podemos
deducir la cerradura de la clase de grupos so´ficos bajo el producto directo
a partir de este resultado.
Concluimos este trabajo citando los art´ıculos de Holt y Ress [19], y
de Hayes y Sale [18] en donde se pueden encontrar otras propiedades de
cerradura para los grupos G -aproximables.
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